Algorithm
Analysis And
Design

With Infinity Teams

Eng: Abdulrahman Hamdi

O

INFINITY TEAM
Since 2020



Table of contents
O] 02 03

Basic Data Structures Basic Data Structures-Il Introduction to Algorithm

Arrays. Sets and Discrete What Is an Algorithm?
Stacks and Queues. mathematics
04 05 06
Fundamentals of the Analysis Mathematical Recursion and Brute Force and
of Algorithm Efficiency Iteration Analysis Exhaustive Search
Concepts of time complexity. Recursive Algorithms Selection Sort
Best/Worst/Average case scenarios. Non- Recursive Algorithms Bubble Sort

Sequential Search
Closest-Pair Problem
Exhaustive Search

Asymptotic

Eng: Abdulrahman Hamdi



Table of contents

07 08

Decrease-and-Conquer Divide-and-Conquer
Insertion Sort Mergesort
Topological Sorting Quicksort

Algorithms for Generating
Combinatorial Objects
Decrease-by-a-Constant-Factor

10 11

Greedy Technique

Prim’s Algorithm
Kruskal's Algorithm
Dijkstra’s Algorithm

Huffman Trees and Codes

Binary Tree Traversals and
Related Properties

Dynamic Programming

Three Basic Examples
The Knapsack Problem and Memory
Functions
Optimal Binary Search Trees

Eng: Abdulrahman Hamdi

09

Transform-and-Conquer

Presorting
Gaussian Elimination
Balanced Search Trees
Heaps and Heapsort
Problem Reduction

12

Space and Time Trade-Offs

Sorting by Counting
Input Enhancement in String
Matching
Hashing
B-Trees






Decrease-and-Conquer Cercevesi

* Insertion Sort * Variable-Size-Decrease Algorithms

- Computing a Median and the Selection Problem
« Topological Sorting - Interpolation Search

- Searching and Insertion in a Binary Search Tree
« Algorithms for Generating Combinatorial Objects - The Game of Nim

- Generating Permutations
- Generating Subsets

* Decrease-by-a-Constant-Factor Algorithms
- Fake-Coin Problem

- Russian Peasant Multiplication

- Josephus Problem
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Decrease-and-Conquer Algoritmalari

Algoritma dizayninda bir diger dnemli teknik

Decrease and Conquer (Azalta ve Yonet) teknigi, bir

problemi daha klguk bir hale indirgemeyi
(decrease), bu kuiguk versiyonu ¢ézmeyi ve elde
edilen ¢6zumu kullanarak orijinal problemi

tamamlamayi esas alir. Buradaki temel nokta, kticuk

boyutlu problemin ¢6zimund buyuk problemle
iligkilendirebilmektir.Bu teknik, yukaridan asagiya
(top-down) veya asagidan yukariya (bottom-up)
yaklagsimla uygulanabilir. Top-down yaklagimi
genellikle 6zyinelemeli (recursive) bir yapiya yol

acarken, bottom-up yaklagimi genellikle yinelemeli

(iterative) olarak uygulanir ve problemin en kiguk
haliyle baglar. Bu yénteme bazen artimli
(incremental) yaklagim da denir.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Decrease and Conquer tekniginin ¢ temel
varyasyonu vardir:

1- Sabit bir miktar azaltma — Problemin boyutu
belirli bir miktar azaltilir.

« Eklemeli Siralama (Insertion Sort)

« Topolojik Siralama (Topological Sort)

* PermuUtasyon, alt kime olugturma algoritmalari

2- Sabit bir faktorle azaltma — Problemin boyutu
belirli bir oranda kugulttlar.
« ikili Arama (Binary Search)

3- Degisken boyutlu azaltma — Problemin
boyutu her adimda farkli oranlarda azaltilir.
« Oklid algoritmasi



Decrease-and-Conquer Algoritmalari

* Sabit bir miktar azaltma

* an Ustel problemi
—a"=a"taise

— F(n) = a™ problemi
bzyinelemeli olarak ¢ézulebilir.

_Jf(n—=1)-a 1iftn>0,
f(”)_{l if n =0,

Eng: Abdulrahman Hamdi

subproblem
of size n-1
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problem of size n |

solution to
the subproblem
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solution to
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Decrease-and-Conquer Algoritmalari

problem of size n
» Sabit bir faktorle azaltma :
* an Ustel problemi

1y 2
—a" = (aZ) ise.

subproblem
of size nf2

(a"/?)? if n is even and positive, | 1' t
n__ - . . solution to
a = (a(” 1)’]2)2 ca ifnis Odd, the subproblem
1 ifn=0.

h 4

solution to
the original problem
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Decrease-and-Conquer Algoritmalari

* Degigken Oranla Azaltma Algorithm EuclidGCD(m, n)
While n # © Do

— Oklid'in EBOB algoritmasi

r < m mod n
gcd(m, n) = gcd(n, m mod n). me<n
Burada da orijinal problem daha kiguk boyutlu ner
benzer bir problemi indirgenmektedir bu haliyle return m
Oklid yéntemi ile ¢cézilen agagidaki gcd algoritmasi
Decrease and conquer tipinde bir algoritmadir.

Eng: Abdulrahman Hamdi
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 Eklemeli Siralama (Insertion Sort)

Insertion sort, her bir 6geyi sirasiz bir listenin sirali
kismina dogru sekilde yerlestirerek calisan basit bir
siralama algoritmasidir. Bu, elinizdeki iskambil
kartlarini siralamaya benzer. Kartlari iki gruba
ayirirsiniz: sirali kartlar ve sirasiz kartlar. Sonra, sirasiz
gruptan bir kart alir ve onu sirali grupta dogru yere
yerlestirirsinizilk elemanin zaten sirali oldugu
varsayilarak, dizinin ikinci elemanindan baglanir.
ikinci eleman, ilk elemanla kargilagtirilir; eger ikinci
eleman daha kugUkse, kartlar yer degistirir. Uglinct
elemanla devam edilir, ilk iki elemanla karsilastirilir
ve dogru pozisyona yerlestirilir. Bu iglem, tim dizi
siralanana kadar tekrarlanir.

Eng: Abdulrahman Hamdi



Decrease-and-Conquer Algoritmalari

» Eklemeli Siralama (Insertion Sort)

Decrease and Conquer teknigi ile Gretilen en populer algoritmalardan biri, aldigi bir diziyi kigukten buyuge
siralayan Insertion Sort algoritmasidir. Bu algoritma, dizinin yalnizca ilk elemanini dastnerek boyutunu
azaltir. Daha sonra, birer birer eleman alarak mevcut siralamayi bozmadan uygun konuma yerlestirir.

1 2 3 4 5
o)

gt poone (b>|z|@m|s| w|z|4|sEl|s
v

5 2 3 4 5 6

1 2 4 5 6
© EEITC) o [ERISTR ® [T2[31]5]e]
A A

INSERTION-SORT igleminin A = {5, 2, 4, 6, 1, 3} dizisi Uzerindeki ¢aligmasi. Dizi indisleri dikdértgenlerin
Ustlinde, dizinin igindeki degerler ise dikdértgenlerin icinde gosterilmektedir.(a)—(e) for dongtsinin 1-8.
satirlari boyunca gerceklesen yinelemeleri gésterir. Her yinelemede, siyah dikdértgen dizinin A[j] elemanini
tutar ve bu eleman, 5. satirdaki testte solundaki golgelendirilmis dikdértgenlerdeki degerlerle karsilastirilir.
Golgelendirilmis oklar, 6. satirda dizideki degerlerin bir saga kaydirildigini gésterirken, siyah oklar, 8. satirda
anahtarin nereye yerlesecegini gosterir.(f) Son olarak, dizinin siralanmig hali gésterilmektedir.

Eng: Abdulrahman Hamdi



Decrease-and-Conquer Algoritmalari

» Eklemeli Siralama (Insertion Sort)

The deck——— <

First card in
the hand

6 5 3 1 8 7 2 4

" Eng: Abdulrahman Hamdi



Decrease-and-Conquer Algoritmalari

 Eklemeli Siralama (Insertion Sort)

- Versiyon 1:
Algorithm INSERTION-SORT(A)

1.

2.

3

.// Insert A[]j] into the sorted sequence
A[1 .

00N OV B

for j « 2 to length(A) do

key « A[]]

. Jj-1].

iej-1

while i > @ and A[i] > key do
Ali + 1] « A[1i]
iei-1

A[i + 1] « key

Eng: Abdulrahman Hamdi

Doéngl invariantlari ve Insertion Sort'un
Dogrulugu:

Insertion Sort algoritmasinin nasil galigtigini
anlamak icin déngu invariantlarini kullaniriz.

A = {5, 2, 4, 6, 1, 3} dizisi Uzerinde algoritmanin
calisma adimlarini géstermektedir. Burada |
degiskeni, “eldeki mevcut kart1” temsil eder ve
her yinelemede uygun konuma yerlestirilir.
Déngu invarianti Nedir?

Bir déngu invarianti, her déngu yinelemesi
dncesinde dogru olan bir dzelliktir. Insertion
Sort i¢in déngl invarianti su sekildedir:

Her for déngusu yinelemesi baglangicinda,
A[1.j-1] alt dizisi siralidir ve bu alt dizi,
baslangigta dizinin ilk j-1 elemanini igerir.
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 Eklemeli Siralama (Insertion Sort)

Déngu invariantinin algoritmanin dogrulugunu
kanitlamak i¢in ¢ agsamada incelenmesi gerekir:
- Baslangic (Initialization):

Déngl bagladiginda (j = 2), A[1] tek elemanhidir ve

dogal olarak siralidir.Bu, déngu invariantinin ilk
adimda gecerli oldugunu gésterir.

- Koruma (Maintenance):

Déngu her yinelemede, A[j] degerini uygun
konuma yerlestirmek i¢in énceki elemanlari
kaydirarak siralamayi bozmadan ekleme
yapar.Boylece, A[l.j] her adimda sirali olmaya
devam eder.Bir sonraki yineleme basladiginda,
invariant korunmus olur.

Eng: Abdulrahman Hamdi

- Sonlanma (Termination):

Déngu j > n oldugunda sona erer.D6NgU
invariantina gore, A[1.n] siralanmig bir dizi haline
gelmistir.Bu, algoritmanin dogru caligtigini
kanitlar.D6Nngu invarianti, algoritmalarin
dogrulugunu géstermek icin guglu bir
yontemdir ve ilerleyen bélumlerde diger
algoritmalar i¢in de kullanilacaktir.
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« Eklemeli Siralama (Insertion Sort) Ornegin, INSERTION-SORT algoritmasinda en iyi

Bir algoritmanin galigma stresi, yarutalen her durum (best case), dizi zaten sirali oldugunda

ifadenin galisma surelerinin toplamidir. ci adimda gerceklesir. Bu durumda, j = 2, 3, .., nigin i baglangic
calisan ve n kez yuratulen bir ifade, toplam galigma degeri 1 oldugunda, A[i] < key kosulu satir 5'te

sUresine ci * n kadar katki saglar. INSERTION-SORT saglanir.Bdylece, en iyi durumda algoritmanin
algoritmasinin n elemanli bir girdi Gzerindeki galigma calisma suresi su sekilde olur...

stresi T(n) hesaplanirken, her ifadenin maliyet (cost) T'(n) = cn+cin—1)+can—1)+cs(n—1)+cs(n—1)
ve calistirilma sayisi (times) garpimlari toplanarak = (1+c2t+cesatces+ces)n—(c2+ca+cs+cs).
elde edilir. Bu ¢alisma suresini, n'in bir dogrusal fonksiyonu

(linear function) olarak ifade edebiliriz.Dizi tersten
sirali (azalan sirada) oldugunda, en kétt durum
(worst case) ortaya ¢ikar.Bu durumda, her A[j]

r'(n) = ﬁ'l”+C2("—1)+C4(ﬂ—1)+cszfj -i-CsZ(tj—l)

j=2 j=2

+er ) (=D +es(n—1). elemani, 6nceden siralanmig alt dizi A[1..j - 1]
/=2 igindeki her elemanla karsilagtiriimalidir.
Belirli bir boyuttaki girdiler igin bile, bir algoritmanin Bu ylzden, j = 2, 3, .., nigin karsilastirma sayisi t; = |
calisma suresi, verilen girdiye bagl olarak degisebilir. olur.

Eng: Abdulrahman Hamdi
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 Eklemeli Siralama (Insertion Sort)

n

Jj=2
and
N nn—1)
(-1 =——
2, ;

(Bu toplamlarin nasil ¢éztlecegini gézden gegirmek
icin Ek A'ya bakiniz.)En kétt durumda, INSERTION-
SORT algoritmasinin galisma stresinin su sekilde
oldugunu buluruz...

Eng: Abdulrahman Hamdi

T(n)

cin+ca(n—1)+ca(n—1) + cs (n(n +1) - 1)

2

+ ¢s (n(nz_ 1)) + ¢4 (n(nz_ 1)) + Cg(n — 1)

5 86 L ) ,2 ( 5 _t_& )
(F+3+3)r+(a+a+a+s-3-F +a)n

—(C2+C4+C5+Cg).

En kéth durum galigma suresini an? + bn + ¢ seklinde,
a, b ve c sabitleriyle ifade edebiliriz. Bu nedenle,
galigma suresi n'in ikinci dereceden (quadratic) bir
fonksiyonudur.Insertion sort algoritmasinda, belirli
bir giris icin ¢aligma suresi sabittir. Ancak ilerleyen
boélumlerde, ayni giris icin farkli davraniglar
sergileyebilen "rastgelelestirilmis” algoritmalar
gorecegiz.
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 Eklemeli Siralama (Insertion Sort)

En K&td Durum ve Ortalama Durum Analizi
Insertion sort analizimizde hem en iyi durumu (girig
dizisi zaten sirali), hem de en kot durumu (giris
dizisi ters siral) inceledik. Ancak, kitabin geri
kalaninda genellikle en kéth durum galisma saresini
analiz etmeye odaklanacagiz. Yani, n boyutundaki
herhangi bir giris icin en uzun galisma suresini
bulmaya calisacagiz.

Eng: Abdulrahman Hamdi

n yerlestir {-\yerlegﬁr

518173 > 58|17 3 —»

5|ralanm|§ siralanmamis 5|ra|anm|§ 5|ralanmam|§

{\ yerlestir {—\ yerlestir
1 58|73 —» 1578 3 —>» 13578

siralanmis siralanmamis siralanmig siralanmamis

Demek ki 2.pozisyondan (lindis) baglayarak sol
tarafa dogru uygun bir yere yerlestirme yapacagiz.
Nereye yerlestirecegimizi bulurken gubugun (1)
solundan en basa dogru sagdan sola
yerlestirecegiz.

Ornek olarak:

-
j

3 ile bu sayilar kiyaslayacagiz 3 bu sayilardan kuguk

iken sola dogru gidecegiz
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- Versiyon 2:

» Eklemeli Siralama (Insertion Sort
emeli Siralama (Insertion Sort) InsertionSort(A[©, ..., n-1])

En son j=0 oldugunda A[j]<3 olur. O halde Tin bir // Girdi : A uzunlugunda bir A dizisi

sagina yani j+1 pozisyona 3'u yerlestirecegiz. // Gikti : Elemanlari kiicikten biyliye siralanmis A
Fakat bu noktada problem j+1 pozisyonda 5 vardir ve

eger biz 3'U buraya yerlestirirsek 5'in izerine 3 for i =1 to n-1// 2. pozisyondan basliyoruz

v = A[i] // yerlestirilecek olan eleman

yazilmig olur ve 5 kaybolur. Bu problemi agmanin bir ] . L ] o .
j=1-1// i'nin bir solundaki ilk pozisyon

yolu A[j+2]' ye 5'i yazmaktir. Yani her A[j]>3

oldugunda A[j+1]'e A[j] yazilarak A[j] gogaltilir: while j >= @ and A[§] > v
1578 13 A[§ + 1] = A[§] // A[§]'yi bir saga kaydir
A[3] >3 olduguicin 1 57 8 8 A[2]>3 oldugu icin J =3 - 1// bir sonraki pozisyona gec

> A[j + 1] = v // v'yi dogru pozisyona
A[1]>3 oldugu i(;iﬂ 15578 yerlestir

A[0]<3 oldugu igin 13578

Eng: Abdulrahman Hamdi
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 Eklemeli Siralama (Insertion Sort)

Simdi insertation sort’'un zaman verimliligini ve bu verimlilige ait asimptotik analiz yapalim.

1)En iyi durum : en iyi durumda algoritmaya girecek dizi halihazirda kigukten buyuge siralanmig durumdadir . Her i igin
Afjl< Ali] olur boylece i¢ while loopu hig ¢aligmaz. Sadece digaridaki for loop galigir. O halde n-1kez ¢aligir. Bu durumda
Tpest(n) = n — 1ed(n)

2) En kotu durum: en kotu durumda dizi buyukten kiguge dogru siralanmig halde gelir. Bunu bir érnekle anlatalim.

13 10 9 7 5 1
i=1 iken 13110 975 1 j= olur. while 1 kez caligir
i i
i=2 iken 101319751 j=1ve 0 olur. while 2 kez ¢alisir
oy
, 4
|= 3 iken 910 13| 75 1 j=2,1 ve 0 olur, while 3 kez ¢alisir

I i
Bu sekilde gorultuyor ki i=4 oldugunda while 4 kez,5 oldugunda 5 kez ... caligir. Bu durumu genellersek
n uzunlugunda bir dizi i¢in i¢ while loopunun galisma sayilari toplamda

nn-—1
Tworst(n) = 1+2+3+---+n—1=—( )ee(nz)

2
Eng: Abdulrahman Hamdi
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. . . - Versiyon 2:
E“klemell Siralama (Insertion Sort) InsertionSort(A[0, ..., n-1])
- Ozet: // Girdi : A uzunlugunda bir A dizisi
891 45 68 90 29 34 17 // Cikti : Elemanlari kii¢clikten biyilye siralanmis A
45 89168 90 29 34 17
45 68 89190 29 34 17 for 1 =1 to n-1 // 2. pozisyondan basliyoruz
45 68 89 90129 =4 17 v = A[i] // yerlestirilecek olan eleman
99 A5 68 89 90134 17 j=1-1// i'nin bir solundaki ilk pozisyon
29 34 45 68 B89 90 |17
17 29 34 45 68 89 90 while j >= @ and A[j] > v
n—1i-1 n=1 ( ]_) A[J + 1] = A[J] // A[J]'yl bir Saga kaydlr‘

— _ ,_m—Ln 2 j = j - 1 // bir sonraki pozisyona geg
C‘”"”’(":'_Zzl‘z:"‘ 2 € OwD. g[j 3 1] =v // v'yi dogr'E poz;/syon;\g

n-l yerlestir

Chesi(m) =Y 1=n—1€0m).

i=1

Eng: Abdulrahman Hamdi
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* Topolojik Siralama (Topological Sorting) YonlU ve ybnsuz graflari temsil etme arasinda
Bu bélimde, 6n kosul kisitlamali gérevleri iceren sadece iki 6nemli fark vardir: (1) yonla bir grafin
cesitli uygulamalari olan, yoénla graflar icin dnemli bitisiklik matrisi simetrik olmak zorunda

bir problemi ele alacagiz. Ancak bu problemi degildir; (2) yonlU bir graftaki bir kenarin,
ortaya koymadan 6nce, yonlu graflar hakkinda digrafin bitigiklik listelerinde sadece bir (iki
bazi temel gercekleri gézden gecirelim. YonlU bir degil) karsilik gelen dugumu vardir.

graf, veya kisaca digraf, tum kenarlari icin yén
belirtilmis bir graftir (Sekil a bir érnektir).
Bitisiklik matrisi ve bitisiklik listeleri, bir digrafi
temsil etmenin hala iki temel yoludur.

ra
/
/
/
;
s
;
;
s

(a) (b)

FIGURE (a) Digraph. (b) DFS forest of the digraph for the DFS traversal started at a.

Eng: Abdulrahman Hamdi
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* Topolojik Siralama (Topological Sorting)

Yonlu bir grafin DFS ormanindaki bir geri

Derinlik éncelikli arama (DFS) ve genislik 6ncelikli kenarin, bir tepe noktasini ebeveynine

arama (BFS) yonlu graflari gegmek icin temel
gecis algoritmalaridir, ancak karsilik gelen
ormanlarin yapisi yénsuz graflara gére daha
karmasik olabilir. Bu nedenle, Sekil a'daki basit
érnek icin bile, derinlik 6ncelikli arama ormani
(Sekil b), yonlu bir grafin DFS ormaninda

mUmkun olan doért tUr kenarin tUmunu sergiler:

agac kenarlari (ab, bc, de), tepe noktalarindan
atalarina geri kenarlar (ba), tepe noktalarindan
cocuklari digindaki agagtaki torunlarina ileri
kenarlar (ac) ve yukarida belirtilen turlerden
hi¢biri olmayan ¢apraz kenarlar (dc).

Eng: Abdulrahman Hamdi

baglayabilecegine dikkat edin. Durum boyle
olsun ya da olmasin, bir geri kenarin varlig,
digrafin yonlu bir dénguiye sahip oldugunu
gosterir.

S

(a) (b)

FIGURE (a) Digraph. (b) DFS forest of the digraph for the DFS traversal started at a.
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* Topolojik Siralama (Topological Sorting)

Bir digraftaki yonli déngu, ayni tepe noktasiyla
baslayan ve biten ve her tepe noktasinin hemen
oénceki tepe noktasina, 6nceki tepe noktasindan
sonraki tepe noktasina yénlendirilmis bir kenar
ile baglandigi G¢ veya daha fazla tepe noktasinin
bir dizisidir. Ornegin, a, b, a, Sekil a'daki digrafta
yonlU bir déngudur. Tersine, bir digrafin DFS
ormaninda geri kenarlar yoksa, digraf bir dag'dir
yani yonlu asiklik grafin kisaltmasidir.

Kenar yonleri, ydénsiz graflar igin ya anlamsiz ya
da dnemsiz olan digraflar hakkinda yeni sorulare
yol acar. Bu bélimde, bu tir bir soruyu ele
alacagiz.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Motive edici bir érnek olarak, yari zamanli bir
d8rencinin bir derece programinda almasi
gereken bes zorunlu dersin {C1, C2, C3, C4, C5}

kdmesini dasdnun.

(a) (b)

FIGURE (a) Digraph. (b) DFS forest of the digraph for the DFS traversal started at a.



Decrease-and-Conquer Algoritmalari

* Topolojik Siralama (Topological Sorting)
Dersler, agagidaki ders 6n kosullari kargilandigi
sUrece herhangi bir sirayla alinabilir: C1 ve C2'nin
6n kosulu yoktur, C3, C1ve C2 gerektirir, C4, C3
gerektirir ve C5, C3 ve C4 gerektirir. Ogrenci her
dénem sadece bir ders alabilir. Ogrenci dersleri
hangi sirayla almalidir? Motive edici bir érnek
olarak, yari zamanl bir 6grencinin bir derece
programinda almasi gereken bes zorunlu dersin
{C1,C2, C3, C4, C5} kiimesini dusunun. Dersler,
asagidaki ders 6n kosullar karsilandigi stirece
herhangi bir sirayla alinabilir: C1 ve C2'nin 6n
kosulu yoktur, C3, C1ve C2 gerektirir, C4, C3
gerektirir ve C5, C3 ve C4 gerektirir.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Ogrenci her ddénem sadece bir ders alabilir. Ogrenci
dersleri hangi sirayla almaldir?

(a) (b)
FIGURE (a) Digraph. (b) DFS forest of the digraph for the DFS traversal started at a.
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* Topolojik Siralama (Topological Sorting)
Durum, tepe noktalarinin dersleri temsil ettigi ve
yonlU kenarlarin 6n kosul gereksinimlerini
gosterdigi bir digraf ile modellenebilir (Sekil). Bu
digraf acisindan soru, grafikteki her kenar igin,
kenarin basladigi tepe noktasinin kenarin bittigi
tepe noktasindan 6nce listelenecegi sekilde
tepe noktalarini listeleyip
listeleyemeyecegimizdir.

Motive edici bir érnek olarak, yari zamanli bir
d8rencinin bir derece programinda almasi
gereken bes zorunlu dersin {C1, C2, C3, C4, C5}
kiimesini dusunun. (Bu digrafin tepe
noktalarinin bdyle bir siralamasini bulabilir
misiniz?) Bu probleme topolojik siralama denir.
Bir icin sorulabilir.

B

€2 9

FIGURE Digraph representing the prerequisite structure of five courses.

Eng: Abdulrahman Hamdi
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* Topolojik Siralama (Topological Sorting)
Keyfi bir digraf i¢in, ancak bir digrafin yénlu bir
déngusu varsa problemin bir ¢6zima
olamayacagini gérmek kolaydir. Bu nedenle,
topolojik siralamanin mimkdn olmasi igin, s6z
konusu digrafin bir dag olmasi gerekir. Bir dag
olmak, topolojik siralamanin mdmkudn olmasi igin
sadece gerekli degil, ayni zamanda yeterlidir;
yani, bir digrafin yonli dénguist yoksa, topolojik
siralama problemi icin bir ¢6ztm vardir. Ayrica,
bir digrafin bir dag olup olmadigini dogrulayan ve
eger dyleyse, topolojik siralama problemini
c6zen bir tepe noktasi siralamasi Greten iki
verimli algoritma vardir.

Eng: Abdulrahman Hamdi

ilk algoritma, derinlik dncelikli aramanin (DFS)
basit bir uygulamasidir: bir DFS gegisi
gerceklestirin ve tepe noktalarinin gikmaz hale
geldigi (yani, gecis yiginindan ¢ikarildigi) sirayi
not edin. Bu sirayi tersine gevirmek, elbette
gecis sirasinda geri bir kenar bulunmamisgsa,
topolojik siralama problemine bir ¢6zim saglar.
Geri bir kenar bulunmussa, digraf bir dag
degildir ve tepe noktalarinin topolojik siralamasi
imkansizdir.
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* Topolojik Siralama (Topological Sorting) Sekil a, bu algoritmanin Sekil 6nce’deki digrafa
Algoritma neden calisir? Bir v tepe noktasi bir uygulanmasini gdstermektedir. Sekil c'de,
DFS yiginindan ¢ikarildiginda, u'dan v'ye bir digrafin kenarlarini gizdigimize ve hepsinin
kenari olan hicbir u tepe noktasi, v’den énce problemin ifadesinin gerektirdigi gibi soldan
cikarilan tepe noktalari arasinda olamaz. (Aksi saga dogru isaret ettigine dikkat edin. By,
takdirde, (u, v) geri bir kenar olurdu.) Bu nedenle, topolojik siralama probleminin bir érnegine bir
bu tlr herhangi bir u tepe noktasi, ¢ikarilan sira ¢6zUmun dogrulugunu goérsel olarak kontrol
listesinde v'den sonra ve tersine ¢evrilmis etmenin uygun bir yoludur.
listede v'den énce listelenecektir. cn (Ca) cs, The popping-off order:
@‘ C4, C5C4,C3,C1,C2
C3; The topologically sorted list:
c2) (C5) C1, C2s C2 C1—»C3—C4—>C5
N AN A
(a) (b) (©)

FIGURE (a) Digraph for which the topological sorting problem needs to be solved.
(b) DFS traversal stack with the subscript numbers indicating the popping-
off order. (c) Solution to the problem.

Eng: Abdulrahman Hamdi
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* Topolojik Siralama (Topological Sorting)

ikinci algoritma, azalt-ve-fethet tekniginin (bir azaltma) dogrudan bir uygulamasina dayanmaktadir: kalan bir
digrafta tekrar tekrar, gelen kenari olmayan bir tepe noktasi olan bir kaynagi tanimlayin ve ondan ¢ikan tim
kenarlarla birlikte silin. (Birden fazla kaynak varsa, bagi keyfi olarak kirin. Higbiri yoksa, problem ¢éztlemedigi igin
durun—bu bélumun aligtirmalarindaki Problem 6a'ya bakin.) Tepe noktalarinin silindigi sira, topolojik siralama
problemine bir ¢6zim saglar. Bu algoritmanin bes dersi temsil eden ayni digrafa uygulanmasi Sekil'de verilmistir.
aynak kaldirma algoritmasiyla elde edilen ¢é6zimun, DFS tabanli algoritmayla elde edilen ¢6zimden farkli olduguna
dikkat edin. Elbette her ikisi de dogrudur; topolojik siralama probleminin birkag alternatif ¢6zimu olabilir.
Kullandigimiz érnegin kiguk boyutu, topolojik siralama problemi hakkinda yanlig bir izlenim yaratabilir.

@ @ del C1 @ del Cc2 @
elete elete
®‘ m— ®‘ —- ®‘ FIGURE lllustration of the source-removal
€2 o) o)

C2) 5  algorithm for the topological sorting problem.
On each iteration, a vertex with no incoming

delete C3 €9 delete C4 delste C5 edges is deleted from the digraph.

& €9

The solution obtained is C1,C2, C3, C4, Cb

Eng: Abdulrahman Hamdi
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* Topolojik Siralama (Topological Sorting)
Ancak, ¢cok sayida birbiriyle iliskili ve bilinen én
kosullari olan goérevleri iceren buytk bir projeyi—
érnegin ingaat, aragtirma veya yazilm
gelistirmede—hayal edin. Béyle bir durumda
yapilmasi gereken ilk sey, verilen 6n kosullar
kimesinin ¢eligkili olmadigindan emin olmaktir.
Bunu yapmanin uygun yolu, projenin digrafi igin
topolojik siralama problemini ¢ézmektir. Ancak o
zaman, 6rnegin projenin toplam tamamlanma
sUresini en aza indirmek icin gérevleri planlamayi
distinmeye baslayabilirsiniz.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Bu, elbette, ydneylem arastirmasi Gzerine genel
kitaplarda veya CPM (Kritik Yol Yéntemi) ve
PERT (Program Degerlendirme ve Gézden
Gegirme Teknigi) metodolojileri Gzerine 6zel
olanlarda bulabileceginiz diger algoritmalari
gerektirecektir. Bilgisayar biliminde topolojik
siralamanin uygulamalarina gelince, bunlar
program derlemesinde komut gizelgeleme,
elektronik tablo formullerinde hucre
degerlendirme siralamasi ve baglayicilarda
sembol bagimliliklarini cézmeyi igerir.
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« Kombinatoryal Nesneler Uretmek igin
Algoritmalar

Bu b6limde, kombinatoryal nesneleri Gretmek
i¢in algoritmalar tartisma sézimuzu tutuyoruz.
Kombinatoryal nesnelerin en énemli turleri,
verilen bir kimenin permutasyonlari,
kombinasyonlari ve alt kiimeleridir. Bunlar tipik
olarak farkli seceneklerin dikkate alinmasini
gerektiren problemlerde ortaya cikar. Kapsamli
aramay! tartistigimiz 3. Bélimde bunlarla zaten
karsilagsmistik. Kombinatoryal nesneler,
kombinatorik adi verilen ayrik matematigin bir
dalinda incelenir.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Matematikgiler, elbette, dncelikle farkl sayma
formdalleriyle ilgilenirler; bu tar formaller igin
minnettar olmaliyiz ¢inkd bize kag 6genin
Uretilmesi gerektigini sdylerler. Ozellikle,
kombinatoryal nesnelerin sayisinin tipik olarak
problem boyutunun bir fonksiyonu olarak Ustel
veya daha da hizli bayddugu konusunda bizi
uyarirlar. Ancak buradaki temel ilgi alanimiz,
onlari saymaktan ziyade kombinatoryal
nesneleri Gretmek icin algoritmalardir.
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 Permitasyon Uretme

Permutasyonlarla bagliyoruz. Basitlik adina,
permuUtasyonlari ainmasi gereken temel
kimenin sadece Tden n'ye kadar olan tamsayilar
kimesi oldugunu varsaylyoruz; daha genel
olarak, bunlar n elemanl bir kimedeki a4, .., an
elemanlarinin indeksleri olarak yorumlanabilir. 1....,
n'nin tum n! permUtasyonunu Uretme problemi
icin azalt-bir-teknigi ne énerir? Bir kiguk
problem, tim (n-1)! permUtasyonunu Gretmektir.
Daha ktcuk problemin ¢6zuldiguni varsayarsak,
n'yi n-1 elemanl her permutasyonun elemanlari
arasinda mumkun olan n pozisyonun her birine
ekleyerek daha buyuk olana bir ¢6zim elde
edebiliriz.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Bu sekilde elde edilen tim permutasyonlar
farkli olacaktir (neden?) ve toplam sayilari
n(n-1)! = n! olacaktir. Bu nedenle, 1..., n'nin tim
permUtasyonlarini elde edecegiz. Uretilen
permuUtasyonlari ya soldan saga ya da sagdan
sola ekleyebiliriz. n'yi 12 ... (n-1)'e sagdan sola
dogru hareket ettirerek eklemekle baglamak ve
ardindan 1..., n-Tin yeni bir permitasyonunun
islenmesi gerektiginde yon degistirmek yararli
olur.
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Ornegin, 3.4. gezgin satici problemini kapsamli
arama ile ¢ézmek igin sehirlerin
permutasyonlarina ihtiyacimiz vardi. Bu tur
permutasyonlar minimal degisiklik
algoritmasiyla Uretilirse, yeni bir turun
uzunlugunu, édnceki turun uzunlugundan
dogrusal zaman yerine sabit zamanda
hesaplayabiliriz (nasil?).

 Permitasyon Uretme

Bu yaklagsimin n=3 i¢in agagidan yukariya dogru
uygulanmasina bir érnek Sekil'de verilmistir.Bu
permutasyon Uretme yénteminin yararlarindan
biri, minimal degisiklik gereksinimini
kargilamasidir: her permutasyon, i¢indeki sadece
iki elemani degistirerek hemen énceki
permutasyondan elde edilebilir.(Tartigilan
yéntem igin, bu iki eleman her zaman birbirine
bitigiktir.), (Sekil'de Gretilen permutasyonlar igin

bunu kontrol edin.) Minimal degisiklik start 1
gereksinimi, hem algoritmanin hizi hem de insert 2 into 1 right to left 22

.. .. insert 3 into 12 right to left 123 132 312
permutasyonlari kullanan uygulamalar icin insert 3into 21 left toright 321 231 213
faydalidir.

FIGURE Generating permutations bottom up.

Eng: Abdulrahman Hamdi
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 Permitasyon Uretme

n elemanl permUtasyonlarin ayni siralamasini,
n'nin daha kuguk degerleri igin permutasyonlari
acikga Uretmeden elde etmek mumkutndur. Bu,
bir permutasyondaki her k elemaniyla bir yon
iligskilendirilerek yapilabilir. Bu tar bir yénU, s6z
konusu elemanin tzerine yazilmig ktcuk bir okla

— >

gosteriyoruz, érnegin,§ 241.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Bir okla isaretlenmis permutasyonda k elemaninin
mobil oldugu, okunun kendisine bitisik daha kiguk
bir sayiy1 géstermesi durumunda sdylenir.

— >

Ornegin, 3241 permutasyonu icin, 3 ve 4 mobil
iken 2 ve 1 mobil degildir. Mobil bir eleman
kavramini kullanarak, permutasyonlari Uretmek
igin Johnson-Trotter algoritmasinin agagidaki
aciklamasini verebiliriz.
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 Permitasyon Uretme
ALGORITMA JohnsonTrotter(n)
// Giris: Pozitif bir tamsayi n
// GCikis: {1, ..., n} permitasyonlarinin listesi
// Ilk permiitasyonu 1 2 ... n olarak baslat
permitasyonlar = [1, 2, ..., n]
oklar = [¢, «, ..., «] // Her elemanin yonini
saklayan oklar
While: P i¢inde hareketli bir eleman oldugu sirece
En blyuk hareketli eleman k’yi1 bul
k’y1 yoneldigi taraftaki komsu elemanla yer
degistir
k’dan buyuk olan tum elemanlarin yoniuni tersine
cevir
Yeni permitasyonu listeye ekle
Dongu sonu
Permutasyonlar listesini dondiir

Eng: Abdulrahman Hamdi

Iste n=3 icin bu algoritmanin bir uygulamasi, en
buyUk mobil eleman kalin olarak gésterilmistir:
123 132312321231213

Bu algoritma, permuUtasyon Uretmek icin en verimli
algoritmalardan biridir; permutasyon sayisiyla
orantili sirede, yani ©(n!) icinde ¢aligsacak sekilde
uygulanabilir. Elbette, n'nin gok kigtk degerleri
disinda hepsi igin korkung derecede yavastir;
ancak, bu algoritmanin "hatasi” degil, daha ziyade
problemin hatasidir: sadece ¢ok fazla 68e Gretmeyi
ister. Johnson-Trotter algoritmasi tarafindan
Uretilen permutasyon siralamasinin tam olarak
dogal olmadigi iddia edilebilir; 6rnegin, n(n-1) ... 1
permuUtasyonu igin dogal yer listedeki sonuncusu
gibi gdrinuyor. Bu, permuUtasyonlar artan sirada—
lexicographic sira olarak da adlandirilir—listelenmisg
olsaydi gecerli olurdu.
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 Permitasyon Uretme

der — sayilar bir alfabenin harfleri olarak
yorumlanirsa, bir sézlUkte listelenecekleri sira
budur. Ornegin, n = 3 igin,

123 132 213 231 312 321

Peki, a;a; ...a,_;a,an'den sonraki permitasyonu
s6zluk sirasina goére nasil uretebiliriz? a,_4 < a,
ise, ki bu tum permutasyonlarin tam olarak yarisi
icin gegerlidir, bu son iki elemani basitge yer
degistirebiliriz. Ornegin, 123'0 132 takip eder. an-1
> an ise, permutasyonun en uzun azalan sonekini
buluruz a;,; > aj4, > .. > a,(ancak a; <
a;4+1); a; 'yi, sonekte a; 'den buyutk olan en kiigtk
elemanla degistirerek artiririz; ve artan siraya
koymak i¢in yeni soneki tersine geviririz.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Ornegin, 3625411 364125 takip eder. Kékenleri 14.
yUzyil Hindistan'ina kadar uzanan bu basit

algoritmanin sézde kodu burada.
ALGORITHM LexicographicPermute(n)

//{Generates permutations in lexicographic order

//Input: A positive integer n

[{Output: A list of all permutations of {1, . .., n} in lexicographic order

initialize the first permutation with 12. . . n

while last permutation has two consecutive elements in increasing order do
let i be its largest index such that ¢; < a;41 /Naj 1> a2 =---=>a,
find the largest index j such thata; <a; //j =i+ 1since a; <a; 4y
swap a; witha; /la;1a; 5 . .. a, will remain in decreasing order
reverse the order of the elements from a; . 10 a,, inclusive
add the new permutation to the list
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* Bir kimenin tim alt kiimelerinin Gretmek

Bu bolumde, bir kiimenin tum altkimelerini (guig kimesini) Gretmek igin kullanilan algoritmalar
anlatilmaktadir. A = {ay, .., a,} kimesinin 2" adet altkimesi vardir. "Azalt-bir" yaklagimiyla, bir
kimenin altkimeleri iki gruba ayrilabilir: a, elemanini igermeyenler ve igerenler. a,’i igermeyen
altkimeler, A'nin ilk n-1 elemaninin altkiimeleridir. Diger grup, a,'i bu altkimelere ekleyerek elde
edilir.Bu yaklagim, {a1, a, a3} gibi kGguk kiimeler icin uygulanabilir. Ayrica, dogrudan ¢6zim igin, n
elemanli bir kimenin 2" altktimesi ile birebir egleme yapan yéntemler de kullanilabilir.

n subsets

0 %]

1 2 fa)

2 %) {a,} {as} {ay, a3}

3 %] {ﬂl} {ﬂz} {al, az} {ﬂs} {ﬂl. !Is} {ﬂz, ﬂ3} {Hl. sy, ﬂ3}

Eng: Abdulrahman Hamdi
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* Bir kimenin tim alt kiimelerinin tretmek

n uzunlugundaki tim 2" bit dizisi b4, .., b,. Boyle
bir yazisma kurmanin en kolay yolu, bir alt
kiimeye b; = Tise ainin alt kimeye ait oldugu ve
bi = O ise a;/nin ait olmadig bit dizisini
atamaktir. (Bolum 1.4'te bit vektérleri fikrinden
bahsetmigtik.) Ornegin, 000 bit dizisi Ug
elemanli bir kimenin bos alt kimesine karsilik
gelir, M kiimenin kendisine, yani {a4, a,, as}'e
karsilik gelir ve 110, {a4, a,}'yi temsil eder. Bu
yazigma ile n uzunlugundaki tim bit dizilerini,
gerektiginde uygun sayida énde gelen O ile
doldurularak O'dan 2"-1e kadar ardisik ikili
sayilar Ureterek olusturabiliriz. C")rnegin,

n = 3 durumu igin

Eng: Abdulrahman Hamdi

bit dizileri OO0 001010 011100 101 110 11

alt kimeleri @ {33} {az} {32, 33} {31} {31, 33} {31, az} {all ay, 33}

Bit dizileri bu algoritma ile s6zlUkbilimsel sirada
(O ve Tin iki sembollt alfabesinde) olusturulsa
da, alt kimelerin sirasi dogal olmaktan ¢ok uzak
goéranayor. Ornegin, a; iceren herhangi bir alt
kdmenin, a4, .., -1 iceren tim alt kimelerden
sonra listelendigi, ¢ elemanl kimenin Sekil
4.10'daki listesinde oldugu gibi, sézde ezilmis
siraya sahip olmak isteyebiliriz. Yukaridaki bit
dizisi tabanli algoritmayi, ilgili alt kimelerin
ezilmis bir siralamasini elde edecek sekilde
ayarlamak kolaydir (bu bélumun
alistirmalarindaki Problem 6'ya bakin).
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* Bir kimenin tim alt kiimelerinin tretmek
Daha zorlu bir soru, bit dizilerini olugturmak igin,
her birinin hemen éncekilerden yalnizca tek bir
bit ile farkli oldugu minimal degisiklik
algoritmasinin olup olmadigidir. (Alt kiimelerin
dilinde, her alt kimenin hemen éncekilerden
tek bir elemanin eklenmesi veya silinmesi,
ancak her ikisi de olmamasiyla farkli olmasini
istiyoruz.). Bu sorunun cevabi evet. Ornegin,

n =3 igin,

Eng: Abdulrahman Hamdi

000 001011 010 110 1M 101100

Elde edebiliriz. Bu tur bir bit dizisi dizisine ikili
yansitiimig Gray kodu denir. AT&T Bell
Laboratuvarlar’nda arastirmaci olan Frank Gray,
dijital sinyallerin iletimindeki hatalarin etkisini
en aza indirmek igin 1940'larda yeniden icat etti
(6rnegin, [RosO7], s. 642-643'e bakin). Yetmis
yil 6nce, Fransiz mihendis Emile Baudot bu tur
kodlari kullandi.
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* Bir kimenin tim alt kiimelerinin Gretmek
telgrafcilikta. iste ikili yansitilmig Gray kodunu

dzyinelemeli olarak olusturan sézde kod.
ALGORITHM BRGC(n)

//{Generates recursively the binary reflected Gray code of order n
[/Input: A positive integer n
[/Output: A list of all bit strings of length n composing the Gray code
if n = 1 make list L containing bit strings 0 and 1 in this order
else generate list 1 of bit strings of size n — 1 by calling BRGC(n — 1)
copy list L1to list L2 in reversed order
add 0 in front of each bit string in list L1
add 1 in front of each bit string in list L2
append L2 to L1 to get list L
return L

Eng: Abdulrahman Hamdi

Algoritmanin dogrulugu, 2" bit dizisi olugturmasi
ve hepsinin farkl olmasindan
kaynaklanmaktadir. Bu iddialarin her ikisinin de
matematiksel tUmevarimla kontrol edilmesi
kolaydir. ikili yansitiimis Gray kodunun déngusel
olduguna dikkat edin: son bit dizisi, ilk bit
dizisinden tek bir bit ile farkhdir.
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* Bir kimenin tiim alt kiimelerinin Gretmek
A kiimesi n elemanli bir kime olsun :
A ={aq,ay,....,a,}

A'nin an hari¢ diger tum elemanlarini iceren
kGime de B kiimesi olsun. Bu durumda

B ={aq,ay,....,05_1 }-
B'nin tUm alt kimeleri A'nin da bir alt kiimesi
olur. B'nin bu alt kiimelerine an'i de eklersek ,
A'nin an'i igeren alt kimeleri elde edilir . an’i
iceren bu alt kimeler ile an’i icermeyen alt
kimeler birlestirildiginde A'nin tim alt kimeleri
elde edilir. Bir ornek olarak A {1,2,3} olsun:

Eng: Abdulrahman Hamdi

A'nin tlim alt kiimeleri

Bu alt kiimelerin birlesimi A’'nin tim alt kiimelerini verir.
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* Bir kimenin tim alt kiimelerinin tretmek

O halde A = {a4, ay, ....,a,} kimesinin tam alt kiimelerini elde etmekse elimizdeki problem, biz bunu
A’dan daha kuguk bir kime olan B = {a,, a,, ...., a,—1 }kimesinin alt kimelerini bulma problemine
dusurebiliriz/ indirgeyebiliriz . Eger boyutu indirgenmis bu problemi ¢oézebilirsek (Yeni B'nin tim alt
kiimelerini bulabilirsek) bu ¢éztime an ‘i de ekleyip orijinal problem olan A’nin alt kimelerini bulma
problemine erigebiliriz. Bu tipki an * i hesaplama problemine benzer. Eger an yerine bundan daha ktiguk
an-1 problemini ¢ézebilirsek, bu ¢6zimu a ile garpar bu mantikla A = {1,2,3} 'n tam alt

kimelerini Gretelim.

0. Asamada >

1. Asamada— @ {1} » 2! adet alt kiime

2. Asamada——» @ {1} {2} {1,2} —» 2?adetaltkiime

3. Asamada———» 0 {1} {2}{1,2} {3} {1,3} {2,3} {1,2,3} »23 adet alt kiime

Eng: Abdulrahman Hamdi
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* Bir kimenin tim alt kiimelerinin Gretmek
1 elemanl bir kime igin 2' adet alt kime Uretiliyor
2 elemanli bir kime igin 2* adet alt kiime Uretiliyor
3 elemanli bir tane igin 2> adet alt kiime Uretiliyor.

n elemanli bir tane igin 2" adet alt kime Uretiliyor.
Simdi bu sekilde altkimeleri elde etme problemini
bir s6zde kod olarak yazalim.

altKiumelerUret(A[©, ..., n-1])

// Girdi: n elemanli bir A dizisi

// Cikti: A’nin elemanlarini iceren tim
altkimeler

alt kimeler < {0}
for i = @’dan n-1’e
for a in alt_kimeler // alt_kimeler’deki tim
mevcut altkimelere

a U A[i] klmesini alt_kiimelere ekle

return alt_kumeler

Eng: Abdulrahman Hamdi

Simdi bu algoritmanin zaman verimliligini hesaplayalim.

i=0 iken igerdeki loop 1kez caligir (@'ye A[O]' ekler)

i=1iken icerdeki loop 2 kez calisir (& ve {A[O]}'a A[1]'i ekler)

i=2 iken icerdeki loop 4 kez caligir (&, {A[O]}, {A[]}, {A[O]A[1]}'e A[2]'i ekler)

i=n-1iken icerdeki loop 2" kez caligir

toplam galisma sayisi 1+ 2 + 22 + .. + 2" bu bir geometrik seri toplamidir.

rn—l

1+r+r2+ .+ 1" l=
r—1

Burada r=2'dir. O halde t(n)=1+2+..+2"'=2"-1€ 0 (2")
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* Bir kiimenin tim alt kiimelerinin Giretmek
1’den n’ye kadar olan sayilarin permiitasyonlari
n = 1icin permitasyonlar 1

n = 2 igin permitasyonlar 21 | 12

n = 3 igin permitasyonlar 1 321 | 231 | 213 | 312 132 123

n =4 igin permitasyonlar 1 '14321 3421 3241 3214J|t4231 2431 2341 2314J

321’dTen tireyenler 231’den¥ tireyenler ...

Genel Kural: 1'den n’ye kadar permiitasyonlar tretilirken, 1'den n-1’e kadar olan tiim permitasyonlari
bul. Bu permiitasyonlarin her birine n defa n’yi ekle. Bu eklemeyi 1., 2., ..., n. Basamaklar igin yap.

Eng: Abdulrahman Hamdi
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Sahte Para Problemi(Fake Coin)

Sahte para tespiti probleminin gesitli
versiyonlari arasinda, burada sabit oranla azalma
(decrease-by-a-constant-factor) stratejisini en
iyi sekilde gdstereni ele aliyoruz. Birbirine
tamamen benzeyen n adet para arasinda biri
sahtedir. Bir terazi ile herhangi iki para grubunu
karsilagtirabiliriz. Yani, terazi saga ya da sola
egilerek ya da dengede kalarak, gruplarin
agirliklarinin ayni olup olmadigini ya da hangi
grubun digerinden daha agir oldugunu (ne kadar
farkla oldugunu degil) bize gosterebilir. Problem,
sahte parayi tespit edecek verimli bir algoritma
tasarlamaktir.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Bu problemin daha kolay bir versiyonu—ki burada
onu tartisacagiz—sahte paranin érnegin gercek
olanlardan daha hafif oldugu bilgisinin verildigi
durumdur.'Bu problemi ¢ézmek igin en dogal fikir,
n adet parayi |n/2| kadar iki gruba ayirmak (n tek
ise bir parayi digsarida birakmak) ve bu iki grubu
teraziye koymaktir.

Paralari terazide tartariz. Eger iki y18in ayni
agirliktaysa, kenara koyulan para sahte
olmalidir;aksi takdirde, sahte paranin daha hafif
oldugu bilindiginden, daha hafif olan yiginla ayni
sekilde devam edebiliriz.



Decrease-and-Conquer Algoritmalari

Sahte Para Problemi(Fake Coin)

Bu algoritmanin en kétl durumda ihtiyag
duydugu tartim sayisi W(n) icin kolayca bir
6zyinelemeli baginti kurabiliriz:

W(n) = W(|n/2]) +1(n > Tigin), baglangi¢ kosulu
ise W(1) = O'dir.Bu 6zyineleme size tanidik
gelmeli. Gergekten de, bu ifade ikili aramada
(binary search) en kétt durumda yapilan

karsilastirma sayisi i¢in olanla neredeyse aynidr.

(Fark yalnizca baglangic kosulundadir.)Bu
benzerlik sasirtici degildir, ginkt her iki
algoritma da 6rnek boyutunu yariya indirme
teknigine dayanir.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Bu 6zyinelemenin ¢6zimu de ikili aramadakine
cok benzer: W(n) = log, nBu noktada her gsey
oldukcga acik ve belki sikici gérinebilir. Ama
durun:Asil ilging olan, yukarida agiklanan
algoritmanin en verimli ¢6zim olmamasidir.Daha
verimli bir yéntem, paralari iki degil, yaklasik
n/3'lUk Ug yigina ayirmaktir.(Bunun kesin bigimi bu
boélimun aligtirmalarinda ele alinmistir.
Kagirmayin! Eger hocaniz atlamigsa, Problem 10'u
ddev olarak vermesini talep edin.)iki yigini
tarttiktan sonra, érnek boyutunu Ugte birine
indirebiliriz. Bu dogrultuda, gereken tartim
sayisinin yaklasik logs n olmasini beklemeliyiz ki
bu da log, n'den kuguktar.



Decrease-and-Conquer Algoritmalari

Sahte Para Problemi(Fake Coin)

SahtePara(coinList):

if coinlList uzunlugu == 1 ise:
return coinlList[@] // Sahte para bulundu
coinCount « uzunluk(coinList)

solGrup « ilk |coinCount / 2] kadar para

sagGrup « kalan |coinCount / 2] kadar para

kalanPara « if coinCount tekse ortada kalan para

sonuc « Tart(solGrup, sagGrup)
if sonuc == 'esit':
// Sahte para kalan paradir
return kalanPara
if sonuc == 'sol hafif':
return SahtePara(solGrup)
else:

return SahtePara(sagGrup)

Eng: Abdulrahman Hamdi

Tart(grupl, grup2):
// Her iki grubun toplam agirligini hesapla
// Gerg¢ek uygulamada bu bir fiziksel terazi
olurdu
agirlikl < Toplam(grupl)
agirlik2 < Toplam(grup2)
if agirlikl == agirlik2:
return 'esit’
if agirlikl < agirlik2:
return 'sol hafif'
else:
return 'sag hafif'
Zaman Karmasikhgt:
Her adimda n/2 boyutlu alt listeye gegildiginden:
Rekirans: W(n) = W([n/2]) + 1
Cozim: W(n) = O(log n)
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Rus Ciftgisi Carpma Yéntemi(Russian Peasant
Multiplication)

Simdi iki pozitif tam sayinin garpimini
hesaplamak icin alisiimigin diginda bir
algoritmayi inceleyecegiz:Rus ¢carpma yéntemi
ya da "multiplication a la russe” olarak bilinen bu
yéntem.n ve m, carpimini hesaplamak
istedigimiz iki pozitif tam sayi olsun.Ornek
bUyUklGgunu n'in degeriyle dlcelim.Eger n cift bir
saylysa, bu durumda n/2 ile ilgilenen daha kucguk
boyutta bir 6rnekle karsi kargiya kalirizve buyUk
ornekteki ¢6zumu kuguk drnekle iligkilendiren

acik bir formulimuz olur: n + m = 2 *2m

Eng: Abdulrahman Hamdi

Eger n tek bir saylysa, bu formulde yalnizca ktguk
bir duzeltme yapmamiz gerekir:

n—1
*2m+m

n*xm=

Bu formulleri ve durma kosgulu olarak Tx m =m
gibi basit durumu kullanarak, n x m carpimini
dzyinelemeli (recursive) ya da yinelemeli
(iterative) bir sekilde hesaplayabiliriz.Bu
algoritmayla 50 x 65 ¢arpiminin nasil
hesaplandigini gésteren bir érnek Sekil'de
verilmistir.Sekil a'daki parantez iginde gosterilen
ek toplamlarin hepsinin, ilk situndaki n degeri tek
olan satirlarda yer aldigini fark edin.Bu nedenle,
carpimi, n sUtununda tek olan satirlarin m
sutunundaki degerlerini toplayarak bulabiliriz (bkz.
Sekil b).



Decrease-and-Conquer Algoritmalari

Rus Ciftgisi Carpma Yéntemi(Russian Peasant
Multiplication)

Ayrica, bu algoritmanin yalnizca ikiye bdlme
(halving), ikiyle gcarpma (doubling) ve toplama
(adding) gibi basit igslemler icerdigine dikkat
edin—bu da érnegin, sinirl islem kabiliyetine
sahip cihazlar icin oldukca cazip bir ézellik
olabilir.

n m n m

50 65 50 65
25 130 25 130 130

12 260 (+130) 12 260

6 520 6 520
31040 31040 1040
1 2080  (+1040) 1 2080 2080
2080  ++(130 + 1040) = 3250 3250

(a) (b)

Eng: Abdulrahman Hamdi

carpim tablosunu ezberlemek istemeyenler icin
cazip bir ézellik olabilir.igte bu ézelligi, algoritmayi
muhtemelen Rus ciftcileri igin ¢ekici kilan etken
olmustur.Batili ziyaretcilere gére, bu yéntem 19.
ylzyilda Rus ¢iftgileri tarafindan yaygin olarak
kullanilmigtir ve adini da buradan aIm|§t|r.(AsI|nda,
bu yéntem M.O. 1650 gibi erken bir tarihte Misirli
matematik¢iler tarafindan da biliniyordu. Ayrica
bu yéntem, donanimda ¢ok hizl bir sekilde
uygulanabilir, ctink ikili (binary) sayilarin ikiye
boélunmesi ve ikiyle ¢arpilmasi iglemleri bit
kaydirma (shift) igslemleriyle yapilabilir.Ve bu
islemler, makine dizeyinde en temel islemler
arasinda yer alir.
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Rus Ciftgisi Carpma Yéntemi(Russian Peasant
Multiplication)

RusKoyulusuCarpim (m, n)
//Girdi: m ve n tam sayilari
//Cikti: m*n
toplam « ©
While m # 1 :
If mmod 2 = 0@
mem/ 2
else
me< (m-1) / 2
toplam « toplam + n
ne2*n

return toplam + n

Eng: Abdulrahman Hamdi

carpim tablosunu ezberlemek istemeyenler icin
cazip bir ézellik olabilir.igte bu ézelligi, algoritmayi
muhtemelen Rus ciftcileri igin ¢ekici kilan etken
olmustur.Batili ziyaretcilere gére, bu yéntem 19.
ylzyilda Rus ¢iftgileri tarafindan yaygin olarak
kullanilmigtir ve adini da buradan aIm|§t|r.(AsI|nda,
bu yéntem M.O. 1650 gibi erken bir tarihte Misirli
matematik¢iler tarafindan da biliniyordu. Ayrica
bu yéntem, donanimda ¢ok hizl bir sekilde
uygulanabilir, ctink ikili (binary) sayilarin ikiye
boélunmesi ve ikiyle ¢arpilmasi iglemleri bit
kaydirma (shift) igslemleriyle yapilabilir.Ve bu
islemler, makine dizeyinde en temel islemler
arasinda yer alir.
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Josephus Problemi

Son érnegimiz, adini Unlt Yahudi tarihgi Flavius
Josephus’tan alan Josephus problemi.
Josephus, 66-70 yillari arasinda Romalilara karsi
Yahudi isyanina katilmis ve bu olaylari yaziya
dékmustr. General olarak gérev yaptigi
dénemde, Jotapata kalesini 47 giin boyunca
savunmus; ancak sehir disunce, kendisiyle
birlikte 40 kisilik bir grupla bir magaraya
siginmigtir.Oradaki isyancilar teslim olmaktansa
6lmeyi tercih etmistir. Josephus, sirayla herkesin
yanindakini éldirmesini énerir ve bu siranin kura
ile belirlenmesini saglar. Ancak kurnazca,
sonuncu sirayl kendisine denk getirir. Magarada
hayatta kalan iki kisiden biri olarak, digerini
Romalilara teslim olmaya ikna eder.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Problem Tanimu:

T'den n’'e kadar numaralandiriimig n kisi bir
¢cemberde durmaktadir.Sayim, 1 numarali kigiden
baslar ve her ikinci kisi (yani 2, 4, 6, ...) elenir. Bu
islem, gemberde tek kisi kalana kadar devam
eder.Amag, baslangicta hayatta kalan kisinin
numarasini J(n) olarak belirlemektir.

Ornekler:

n =6 icin: ik turda 2, 4, 6 elenir — sonra 3 ve 1
elenir — geriye 5 kalir, yani J(6) = 5

n =7 igin: ilk turda 2, 4, 6, 1 elenir — sonra 5 ve 3
elenir — geriye 7 kalir, yani J(7) =7
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Josephus Problemi

Analiz:

n sayisi Gift ise, yani n = 2k:

ilk turda tim gift numarali kigiler elenir. Geriye k
kisi kalir ve bu aslinda ayni problemin daha
kGgUk bir hali olur.Ancak numaralandirmalar
degismistir. Yeni turda, eski pozisyonu bulmak
icin:

J(2k) = 2 x J(k) - 1

n sayisi tek ise, yanin = 2k + 1:

Yine ¢ift numarali kisiler elenirHemen ardindan 1
numarali kigi de elenirse, yine k kisi kalir.Bu sefer
pozisyonlar farkl sekilde geri dénustaralar:

J2k +1) =2 x J(k) + 1

Eng: Abdulrahman Hamdi

Baslangi¢g durumu:

J(1) =1

Bu iki durumlu 6zyinelemeli formulden yola
cikarak, kapali form (closed-form) ¢ézim de
bulunabilir.Bunun icin ileriye dogru birkag deger
hesaplanir, desen (pattern) kesfedilir ve
matematiksel ispat yapilabilir.iiging olan, bu
¢6zUmuUn en zarif hali n'nin ikilik (binary) gésterimi
ile elde edilebilir:J(n), n'nin binary temsilinde 1-bit
sola déngusel kaydirilmasidir.

Ornekler:

J(6) = J(110;) =101, = 5J(7) = J(M,) =M, = 7

Yani, Josephus problemi sadece tarihi degil, ayni
zamanda ikili sayi sistemleriyle de estetik bir
sekilde baglantilidir.



Algorithm
Analysis And
Design

Thanks for listening!

Eng: Abdulrahman Hamdi
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